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Résumé :  
Le système étudié est un polymère électro-actif ionique saturé d'un solvant et placé dans un champ 
électrique. Le polymère est totalement dissocié, libérant des cations de petite taille. Une approche "milieu 
continu" est utilisée : l'ensemble est modélisé par un milieu poreux déformable dans lequel s'écoule une 
solution ionique formée du solvant et des cations. La thermodynamique linéaire des processus irréversibles 
nous a permis d'établir les lois de comportement régissant ce système. Nous avons en particulier retrouvé 
l'équation de Nernst-Planck généralisée et une équation s'apparentant à la loi de Darcy. 
Abstract : 
The studied system is an electroactive, ionic, water-saturated polymer put in an electric field. The polymer is 
fully dissociated, releasing cations of small size. We used a continuous medium approach : the system 
consists of a deformable porous medium in which flows an ionic solution composed by water and cations. 
Using the linear thermodynamics of the irreversible processes we establish the phenomenological equations 
governing the system. Especially we obtain generalized Nernst-Planck's and Darcy's equations. 
Mots clefs : Polymère électro-actif; lois de comportement; couplages multi-physiques; milieu 
poreux déformable 
1 Introduction 
Nous nous proposons la modélisation d’un polymère électro-actif sur la base de la thermodynamique des 
processus irréversibles. Le polymère étudié possède une structure formée d’une lame de polyélectrolyte de 
Nafion (ou encore de Flemion ou de Auplex). Cette lame est recouverte sur ses deux faces d’une très fine 
couche de métal, en général du platine, faisant office d’électrode. Lorsqu'il est saturé d'eau, le Nafion libère, 
dans cette dernière, des cations, les anions restant attachés au squelette du polymère. Sous l’action d’un 
champ électrique appliqué perpendiculairement aux électrodes, les charges mobiles (cations) se déplacent. 
Ce déplacement d’ions entraîne le déplacement du solvant (eau) par osmose vers l’électrode négative. Il y a 
donc un gradient de concentration qui se crée provoquant ainsi le gonflement du polymère au voisinage de 
l’électrode négative et une diminution du volume du côté opposé. Il en résulte une déformation globale de 
flexion de la lame de polymère. Pour une lame de quelques centimètres de long et de 200 μm d'épaisseur 
soumise à une différence de potentiel de quelques volts, on observe une déflexion de l'ordre du centimètre. 
Le phénomène inverse existe ; en effet, si la lame est brusquement fléchie, alors apparaît une différence de 
potentiel électrique entre les électrodes. Les fonctions capteur et actionneur que possède ce matériau lui 
confèrent des applications en technologie avancée d'un grand intérêt, d’autant plus que les déflexions 
mesurées sont de grande amplitude. Ces propriétés particulièrement intéressantes offrent des opportunités 
d’applications dans les domaines de la biomécanique (muscles artificiels) et de la bio-inspiration (conception 
d’ailes battantes pour les micro-drones inspirées du vol des insectes) [1,2]. 
La modélisation d'un tel matériau se fait dans le cadre de couplages multi-physiques, ici couplages électro-
mécano-chimique. Afin de rendre compte de la structure complexe du Nafion, des effets de transport des 
ions et du couplage entre champ électrique et déformation élastique du polymère, nous nous plaçons dans le 
cadre de la thermomécanique en prenant en compte le mélange de tous les constituants. Les équations 
constitutives de notre matériau sont déduites d’un potentiel thermodynamique de dissipation. La démarche 
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proposée diffère des modélisations où les lois de transport ionique restent heuristiques ou empiriques [2,3]. 
2 Modélisation 
Le Nafion est un polymère ionique composé d'un squelette hydrophobe de polytétrafluoroéthylène, sur lequel 
sont greffées des chaînes pendantes terminées par des groupes sulfoniques hydrophiles. Le polymère est 
saturé d'eau. La présence d'eau provoque la dissociation totale des 
groupes sulfoniques et la libération dans l'eau des cations, les anions 
restant attachés au polymère. Les chaînes hydrophobes se 
regroupent en rubans tapissés extérieurement de groupes sulfonates 
baignant dans l'eau. A l'échelle macroscopique, la direction des 
rubans peut être considérée comme isotrope. La distance entre 
rubans est d'environ 20 nm à saturation complète [4]. 
Pour modéliser ce système, nous avons assimilé les chaînes 
polymères ionisées à un milieu poreux solide homogène et isotrope. 
Ce milieu poreux est saturé par une solution ionique (l'eau et les 
cations). L'ensemble est assimilé à un milieu continu, qui est donc la 
superposition de trois systèmes mobiles les uns par rapport aux 
autres : un solide poreux constitué des chaînes polymères chargées 
négativement, un liquide (l'eau) situé dans la porosité connectée, et des cations. 
Nous supposerons dans ce qui suit que le polymère se comporte comme un solide élastique linéaire et que 
ses déformations restent petites. Les anions sont solidaires de la phase solide. La phase fluide se comporte 
comme un fluide newtonien incompressible. La seule force extérieure prise en compte est la force électrique 
(on néglige la pesanteur et le champ magnétique); on suppose en outre que le polymère saturé se comporte 
comme un diélectrique linéaire isotrope. On admettra enfin que la réaction de dissociation est totale et on 
s'intéressera aux évolutions isothermes du système. 
3 Equations de conservation 
Soit ρs et ρf les masses volumiques du solide et du solvant purs, C la concentration molaire en cations du 
solvant et φ la porosité du solide. On note respectivement V , v  et w  les vitesses du solide, du solvant et des 
cations dans le référentiel du laboratoire. La masse volumique ρ et la vitesse barycentrique W  du milieu 
global (solide + solvant + cations) sont données par :  
 ( ) ( )[ ]wCMvV11WCM1 fsfs ++ ++−=++−= φφρφρρφφρφρρ  (1)   
où M+ désigne la masse molaire des cations. L'équation de conservation de la masse s'écrit alors pour le 
milieu complet : 
 ( ) 0Wdiv
t
=+∂
∂ ρρ  (2)   
Soient z+ et z- les charges respectives des cations et des anions, F la constante de Faraday et C- la 
concentration molaire du solide en anions. La charge totale massique Z et la densité de courant totale I  
s'écrivent : 
 ( )[ ] ( )[ ]FwCzVzC1ICzzC1FZ +−−+−− +−=+−= φφφφρ  (3)   
et la conservation de la charge électrique : 
 ( ) 0Idiv
t
Z =+∂
∂ρ  (4)   
La gravité étant négligeable, la seule force volumique exercée sur le milieu est la force électrique. En notant 
σ  le tenseur des contraintes du milieu complet, E  le champ électrique local et ε la permittivité diélectrique 
FIG. 1 - Représentation 
schématique du Nafion hydraté [3] 
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du milieu complet, la conservation de la quantité de mouvement s'écrit :  
 ⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ −⊗+=+=+∂
∂ 1
2
EEEdivEZdivW.Wgrad
t
W 2εσρσρρ  (5)   
cette seconde formulation permettant de faire apparaître le tenseur de Maxwell dans l'argument de la 
divergence. On en déduit l'équation de conservation de l'énergie cinétique : 
 ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛+−=⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
∂
∂ W.divWgrad:E.WZWW
2
1divW
2
1
t
22 σσρρρ  (6)   
Dans cette expression, le premier terme du membre de droite représente la production d'énergie cinétique par 
les forces électriques, le second la perte d'énergie cinétique par dissipation visqueuse et le troisième le flux 
d'énergie cinétique lié aux forces de contact.  
L'équation de bilan de l'énergie potentielle ou théorème de Poynting s'écrit :  
 W.EZi.EI.EE
2
1
t
2 ρε −−=−=⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
∂
∂  (7)   
Le travail I.E−  accompli par le champ électrique est converti pour partie en énergie cinétique ( W.EZρ− ) 
et pour partie en chaleur par effet Joule ( i.E− ); i  est la densité de courant de diffusion : 
 ( ) ( ) ( )[ ]FWwCzWVzC1i −+−−= +−− φφ  (8)   
D'après [5], l'équation de bilan de l'énergie interne eint s'écrit pour le système considéré : 
 ( ) ( ) ( ) i.EWgrad:JdivWedive
t qintint
++−=+∂
∂ σρρ  (9)   
En effet, le flux d'énergie interne hors convection est le flux de chaleur par conduction qJ  et la production 
d'énergie interne est due à la dissipation visqueuse ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ Wgrad:σ  et à l'effet Joule ( )i.E . 
L'équation de bilan de l'énergie totale est obtenue en sommant (6), (7) et (9) membre à membre :  
 q
2
int
2 JdivW.divE
2
1
t
eW
2
1
dt
d −⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛=⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
∂
∂+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ + σερ  (10)   
En effet, le flux d'énergie totale est la somme du travail des forces de contact et du flux de chaleur par 
conduction qJ . 
4 Fonction de dissipation 
Le tenseur des contraintes du milieu global peut être décomposé en une partie quasistatique eσ  regroupant 
la pression du fluide et la contrainte élastique du solide, et une partie dynamique vσ  correspondant au 
tenseur des contraintes visqueuses du fluide :  
 ve σσσ +=  (11)   
Soit s, l'entropie massique du milieu global, T sa température et μk et ck les potentiels chimiques massiques et 
les fractions massiques de chacun des constituants du milieu (k = s, f, + où les trois derniers symboles 
désignent respectivement le solide, le solvant et les cations). La relation de Gibbs du système étudié s'écrit, 
d'après [5] : 
 ∑−−=
k
k
ke
int
dt
dc
Wgrad:1
dt
de
dt
dsT μσρ  (12)   
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En combinant cette relation avec (9), on obtient l'équation de bilan de l'entropie massique :  
 
T
i.EWgrad:
T
1
T
grad.J
T
Tgrad.J
T
JJ
div
dt
ds
v
k
k
k2
qk
kkq
++⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−−
⎟⎟
⎟⎟
⎠
⎞
⎜⎜
⎜⎜
⎝
⎛ −
−= ∑
∑
σμ
μ
ρ  (13)   
où ( ) ( )WV1J ss −−= ρφ , ( )WvJ ff −=φρ  et ( )WwCMJ −= ++ φ . On en déduit la fonction de dissipation 
σs du système :  
 
T
i.EWgrad:
T
1
T
grad.J
T
Tgrad.J
v
k
k
k2
q
s ++⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛−−= ∑ σμσ  (14)   
Décomposons les deux tenseurs du second ordre en une partie sphérique, un tenseur symétrique de trace 
nulle et un tenseur antisymétrique : 
 ( ) a00vv ee1Wdiv31Wgrad1 ++=+= σΣσ  (15)   
où ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛= vtr3
1 σΣ  et ( )1Wdiv
3
1ee0 −=  avec ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ += TWgradWgrad
2
1e , partie symétrique du tenseur des 
gradients de vitesses. Par ailleurs, les flux de diffusion massiques kJ  ne sont pas indépendants d'après (1) : 
 +−−= JJJ sf  (16)   
(14) peut alors être réécrite sous la forme suivante :  
 
00
v
s
sf
s
f
qs
e:
T
1Wdiv
T
FCz
T
E
T
grad.J
M
Fz
T
E
T
grad.J
T
1grad.J
σΣ
ρ
μμμμσ
++
⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡ +⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ −+
⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡ +⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ −+⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛= −−
+
+++
 (17)   
Cette expression permet d'identifier les flux linéairement indépendants et les forces généralisées associées : 
Flux 
qJ  +J  sJ  Σ 0
vσ  
Forces 
généralisées ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛
T
1grad  E
TM
Fz
T
grad f
+
++ +⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ − μμ
E
T
FCz
T
grad
s
sf
ρ
μμ −−+⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ −
 WdivT
1 0e
T
1
5 Lois de comportement 
Si le système est dans un état suffisamment proche de l'équilibre, les flux sont des fonctions linéaires des 
forces généralisées. Le milieu étant isotrope, il ne peut, d'après le principe de Curie, y avoir de couplage 
entre des flux et des forces dont les ordres tensoriels diffèrent d'une unité. Les couplages entre les flux 
d'ordres tensoriels 0 et 2 sont a priori très faibles; nous ne considèrerons dans la suite que les couplages entre 
flux de même ordre tensoriel. 
5.1 Lois de comportement scalaires et tensorielles d'ordre 2 
Les lois de comportement scalaire et tensorielle d'ordre 2 s'écrivent :  
 ( )1Wdiv
T3
LL3
e
T
L
Wdiv
T
L3
tr ccv
cc
v
σσσσσσ −+==  (18)   
où Lcc et Lσσ sont des coefficients phénoménologiques.  
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Le champ de contrainte d'un solide élastique linéaire vérifie la loi de Hooke :  
 ( ) ⎟⎠⎞⎜⎝⎛ ++= Tsss ugradugrad1udiv ηλσ  (19)   
où λs et ηs sont les coefficients de Lamé du solide et u  est le champ de déplacement. Le champ de contrainte 
d'un fluide newtonien incompressible s'écrit :  
 ⎟⎠
⎞⎜⎝
⎛ ++−=+−= Tfv,ff vgradvgrad1P1P ησσ  (20)   
où P désigne la pression du fluide et ηf sa viscosité dynamique. Le milieu global peut être considéré comme 
la superposition d'un solide élastique en proportion (1-φ) et d'un fluide newtonien en proportion φ. Son 
tenseur des contraintes peut donc s'exprimer à l'aide d'une loi de mélange :  
 ( ) vefs1 σσσφσφσ +=+−=  (21)   
avec :  
( ) ( ) ⎟⎠⎞⎜⎝⎛ +=−⎥⎦⎤⎢⎣⎡ ⎟⎠⎞⎜⎝⎛ ++−= TfvTsse vgradvgrad1Pugradugrad1udiv1 φησφηλφσ  (22)   
L'identification de (18) et (22) fournit, en remarquant que Wv
fφρ
ρ≈  et en négligeant les variations 
spatiales de porosité ( 0grad ≈φ ) :  
 f
f
ccf
f
T
3
2LT2L ηρ
ρηρ
ρ
σσ ==  (23)   
5.2 Lois de comportement vectorielles 
On suppose que le système évolue de façon isotherme. Les lois de comportement vectorielles s'écrivent alors : 
 
( ) ( )
( ) ( ) ⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡ +−+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡ +−=
⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡ +−+⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡ +−=
−−
+
+++
−−+
+
+++++
E
FCz
grad
T
L
E
M
Fz
grad
T
L
J
E
FCz
grad
T
L
E
M
Fz
grad
T
L
J
s
sf
ss
f
s
s
s
sf
s
f
ρμμμμ
ρμμμμ
 (24)   
où L++, L+s, Ls+ et Lss sont des coefficients phénoménologiques. En supposant que la solution de cations dans 
le solvant se comporte de façon idéale, on peut écrire [6] :  
( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )Tx,P,Tx
M
RTP,Tx,P,Txln
M
RTP,Tx,P,T 0ss
f
0
ff
0 μμμμμμ ≈−≈+≈
+++
 (25)   
où 
f
fCMx ρ=  est la fraction molaire des cations dans la solution, Mf la masse molaire du solvant et R la 
constante des gaz parfaits. D'où : 
E
T
FCzL
M
zL
Cgrad
L
CM
LL
RPgrad
TM
VL
M
V
M
V
T
L
J
E
T
FCzL
M
zL
Cgrad
L
CM
LL
RPgrad
TM
VL
M
V
M
V
T
L
J
s
sss
f
sss
f
s
f
fss
f
fs
s
s
s
f
s
ff
fs
f
f
⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡ ++
⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡ ++−⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡ +⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ −=
⎥⎦
⎤⎢⎣
⎡ ++
⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡ ++−⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡ +⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ −=
−−
+
++
+
++
+
++
−−+
+
++++
+
+++++
+
++++
ρρρ
ρρρ
(26) 
où Vf et V+ désignent les volumes molaires partiels respectifs du solvant et des cations. On vérifie que 
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1
M
C
M
C
ff
f <<≈ +ρρ , ρs >>M+ C- et que f
f
f
M
V ρ≈  et on peut raisonnablement supposer que Lss>>Ls+, 
L++>>L+s et que V+Mf ≈ Vf M+. On en déduit :  
 ( )
⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡
⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ ++⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ +−−≈−
+⎥⎥⎦
⎤
⎢⎢⎣
⎡ −⎟⎟⎠
⎞
⎜⎜⎝
⎛ −+−≈
+
+−−
+
++
+
+
++
Cgrad
CML
L
1RTEF
Cz
ML
zL
PgradkVv
WCE
RT
FCz
Pgrad
VM
VM
1
RT
CV
CgradDwC
ss
fs
f
sss
s
f
f
f
ρρρηφ
 (27)   
où 
CM
RL
D
2φ+
++=  est le coefficient de diffusion des cations dans le solvant et ( )T1
L
k
2
fs
ssf
φρρ
ρη
−=  la 
perméabilité absolue du solide. 
Dans le cas où il n'y a pas de solide (φ = 0), vW ≈  et la première loi s'identifie à l'équation de Nernst-Planck 
généralisée. La seconde loi s'apparente à une loi de Darcy généralisée; le dernier terme, qui correspond à un 
déplacement du solvant sous l'action d'un gradient de concentration des cations, modélise le phénomène 
d'osmose observé expérimentalement. 
6 Conclusion 
Nous avons étudié le comportement d'un polymère électro-actif ionique, le Nafion. Celui-ci est saturé d'eau, 
ce qui provoque une dissociation totale des terminaisons ioniques et la libération de cations dans l'eau. 
L'ensemble est placé un champ électrique. Nous avons modélisé ce système par un milieu continu homogène 
isotrope formé de la superposition de trois systèmes mobiles les uns par rapport aux autres : un solide 
élastique poreux (le polymère), un solvant newtonien incompressible (l'eau) saturant les pores et des cations. 
Nous avons écrit les équations de conservation régissant le système global et nous en avons déduit sa 
fonction de dissipation, puis ses lois de comportement grâce à la thermodynamique linéaire des processus 
irréversibles. Les coefficients phénoménologiques ont pu être déterminés en fonction des paramètres 
physiques du solide, du liquide et des cations. 
Nous avons ainsi exprimé le tenseur des contraintes du système complet en fonction de son champ de vitesse 
(loi rhéologique). Nous avons également obtenu deux lois vectorielles : la première est une équation de 
Nernst-Planck généralisée; la seconde s'apparente à une loi de Darcy. Cette dernière loi fait clairement 
apparaître le phénomène d'osmose consécutif au déplacement des cations sous l'effet du champ électrique. 
Il serait nécessaire d'étudier de façon plus approfondie les interactions entre les différents éléments du 
système, afin de mieux cerner les hypothèses faites implicitement à l'échelle microscopique en écrivant 
directement les lois macroscopiques. Une démarche plus correcte consisterait donc à écrire les lois valides 
dans chacune des phases, puis à en déduire des lois macroscopiques moyennes valables sur une échelle 
grande devant celle de la microstructure. 
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